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Анотацiї

Олефiренко О.С. Неявне лiнiйне диференцiальне рiвняння з

узагальненим квазiполiномом в правiй частинi

В данiй квалiфiкацiйнiй роботi було розглянуто неявнi лiнiйнi диферен-

цiальнi рiвняння Ax′(z) + Bx(z) = f(z) з регулярним характеристичним

жмутком матриць λA + B. Було доведено теореми iснування та єдиностi

полiномiальних, квазiполiномiальних розв’язкiв та розв’язкiв в класi уза-

гальнених квазiполiномiв для даного диференцiального рiвняння. Наведено

приклади, що iлюструють роботу одержаних теорем.

Olefirenko O.S. Implicit linear differential equation with a

generalized quasipolynomial on the right-hand side

In this qualification work there were investigated implicit linear differential

equations Ax′(z) +Bx(z) = f(z) with a regular characteristic pencil of matri-

ces λA + B. The theorems of existence and uniqueness of polynomial, quasi-

polynomial solutions and solutions in the class of generalized quasi-polynomials

for a given differential equation were proved. Examples illustrating the work of

the obtained theorems are given.

1



Змiст

Анотацiї 1

Вступ 3

1. Основнi поняття та вiдомi результати 5

2. Полiномiальнi та квазiполiномiальнi розв’язки неявних лi-

нiйних диференцiальних рiвнянь 10

2.1. Полiномiальнi розв’язки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2. Квазiполiномiальнi розв’язки . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.3. Приклад . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3. Розв’язки неявних лiнiйних диференцiальних рiвнянь у

класi квазiполiномiв 25

3.1. Розв’язання неявних лiнiйних диференцiальних рiвнянь у

класi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу 25

3.2. Розв’язання неявних лiнiйних диференцiальних рiвнянь у

класi узагальнених квазiполiномiв . . . . . . . . . . . . . . . 28

3.3. Приклади . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Висновок 39

Список лiтератури 41

2



Вступ

Об’єктом дослiдження даної квалiфiкацiйної роботи є неявне лiнiйне ди-

ференцiальне рiвняння

Ax′(z) +Bx(z) = eγzf(z), (0.1)

де A,B квадратнi матрицi порядку n, γ ∈ C, f(z) - цiла вектор-функцiя

нульового експоненцiального типу. Функцiю eγzf(z) було названо узагаль-

неним квазiполiномом [1]. Рiвняння (0.1) називають неявним, а у випадку

необоротностi матрицi A – виродженим [2]. Якщо A = I – одинична ма-

триця, то рiвняння (0.1) називається явним.

Метою даної квалiфiкацiйної роботи є знаходження умов iснування та

єдиностi полiномiальних, квазiполiномiальних та узагальнених квазiполi-

номiальних розв’язкiв цього рiвняння, при вiдповiдному виборi f(z) в пра-

вiй частинi. Для звичайних диференцiальних лiнiйних рiвнянь довiльного

порядку iснування часткового квазiполiномiального розв’язку при квазi-

полiномiальнiй неоднорiдностi це добре вiдомий факт(див. п.2.3.1 роботи

[3]). Цей факт узагальнюється на явне рiвняння (0.1) (див., наприклад, на-

слiдок 2.4.52 [3]). Зауважимо, що частковий квазiполiномiальний розв’язок

явного диференцiального рiвняння (0.1) будувався у статтi Луценка А.В.

за допомогою оберненої матрицi Дразiна [4]. В роботi [1] розглядалось явне

диференцiальне рiвняння (0.1), де eγzf(z) – є узагальнений квазiполiном,

причому розв’язки представляються у виглядi аналогiчного узагальненого

квазiполiному. В статтi С.Л. Гефтера та Т.Є.Стулової [5] доведено iснуван-

ня та єдинiсть полiномiального розв’язку неявного рiвняння (0.1) у випад-
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ку, коли B – одинична матриця, f(z)– полiном, а γ = 0. До цiєї ж теореми

зводиться випадок, коли B є оборотною матрицею(див. теорему 2.2 даної

квалiфiкацiйної роботи). Iснування та єдинiсть розв’язку (0.1) в класi цi-

лих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу доведено в статтi

С.Л.Гефтера та Т.Є.Стулової у випадку, коли B-одинична матриця та γ =

0 [6]. Огляд цих результатiв наведено в роздiлi 1 даної квалiфiкацiйної ро-

боти.

В данiй квалiфiкацiйнiй роботi дослiджується випадок, коли B не

обов’язково є оборотною матрицею, проте жмуток λA + B є регулярним,

тобто det(λA+B) ̸≡ 0 [7]. Показано, що єдинiсть полiномiального розв’язку

рiвняння (0.1) має мiсце тодi та тiльки тодi, коли B є оборотною(див. те-

орему 2.3 даної квалiфiкацiйної роботи). Крiм того, в пiдроздiлi 2.2 дослi-

джується питання iснування та єдиностi квазiполiномiального розв’язку

рiвняння (0.1), а також вiдповiдної задачи Кошi для цього рiвняння (див.

теореми 2.6, 2.7). В пiдроздiлi 2.3 розглянуто приклад, що iлюструє роботу

теореми 2.7.

В пiдроздiлi 3.1 розглянуто випадок γ = 0 i доводиться теорема 3.1 iсну-

вання та єдиностi розв’язку рiвняння (0.1), а також вiдповiдної задачi Ко-

шi в класi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу. В пiд-

роздiлi 3.2 доводиться аналогiчна теорема iснування та єдиностi розв’язку

загального рiвняння (0.1) в класi узагальнених квазiполiномiв. Приклади

застосування цих теорем наводяться в пiдроздiлi 3.3.



Роздiл 1

Основнi поняття та вiдомi результати

Розглянемо неявне лiнiйне диференцiальне рiвняння

Hx′(z) + x(z) = p(z), (1.1)

де H - матриця n× n, p(z) =
m∑
j=0

pjz
j, pj ∈ Cn, deg(p(z)) = m.

В роботi [5, Лема 2.2], доведено наступне тверження:

Теорема 1.1. [5] Рiвняння (1.1) має єдиний полiномiальний розв’язок:

x(z) =
m∑
j=0

xjz
j,

де

xj =

m−j∑
k=0

(−1)k(j + 1)(j + 2)...(j + k)Hkpj+k, j = 0...m. (1.2)

Розв’язок рiвняння (1.1) можна зобразити у виглядi

x(z) =
m∑
j=0

(−1)jHj
djp

dzj
(z) (1.3)

Розглянемо задачу Кошi:

x′(z) + Ax(z) = p(z), (1.4)

x(0) = x0, (1.5)

де A - матриця n× n. З теореми 1.1 випливає наступна теорема.
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Теорема 1.2. Нехай A - оборотна матриця. Тодi рiвняння (1.4) має

єдиний полiномiальний розв’язок та степiнь цього розв’язку дорiвнює m.

Задача Кошi (1.4), (1.5) має полiномiальнi розв’язки тодi та тiльки тодi,

коли

x0 =
m∑
j=0

(−1)jA−j−1
djp

dzj
(0) (1.6)

Цей розв’язок єдиний.

Доведення: Домножимо рiвняння (1.4) на A−1 злiва:

A−1x′ + x = A−1p..

За теоремою 1.1 iснує єдиний полiномiальний розв’язок цього рiвняння:

x(z) =
m∑
j=0

(−1)jA−j−1d
jp

dzj
(z)

Оскiльки deg(A−1p) = m, то deg(x) = m. Таким чином, задача Кошi (1.4),

(1.5) має полiномiальнi розв’язки тодi та тiльки тодi, коли x0 має вигляд

(1.6). Цей розв’язок єдиний. Теорему доведено.

Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння

x′(z) = Ax(z) + f(z), z ∈ R, (1.7)

де A - матриця n×n, f : R → Cn. В роботi [3] доведено наступне твердже-

ння:

Теорема 1.3. [3] Нехай

f(z) = P (z)eγz, z ∈ R,

де P є полiномом з векторними коефiцiєнтами, P (z) ∈ Cn, z ∈ R, γ ∈

C, deg(P ) = m. Тодi iснує полiном Q з векторними коефiцiєнтами, Q(z) ∈
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Cn, z ∈ R, deg(Q) ≤ m+ r, r - кратнiсть кореня γ в мiнiмальному полiномi

матрицi A, такий що функцiя

x(z) = Q(z)eγz, z ∈ R

є розв’язком рiвняння (1.7). Якщо γ, коефiцiєнти матрицi A i полiномa P

є дiйсними, то коефiцiєнти полiнома Q також є дiйсними.

В роботi [8] було введено поняття цiлої функцiї експоненцiального типу.

Кажуть, що цiла функцiя f(z) є функцiєю експоненцiального типу, коли

границя lim
z→∞

ln|f(z)|
|z|

< ∞. При цьому експоненцiальним типом називають

величину σ = lim
z→∞

ln|f(z)|
|z|

. Для цiлої вектор-функцiї f : C → Cn експо-

ненцiальний тип вводиться наступним чином σ = lim
z→∞

ln∥f(z)∥
|z|

. Вектор-

функцiя f : C → Cn є вектор-функцiєю експоненцiального типу, якщо σ <

∞. Якщо вектор-функцiя f(z) =
∞∑
j=0

fjz
j, де fj ∈ Cn, то σ = lim

j→∞
j

√
j!∥fj∥

[9].

В роботi [6, Теорема 1] було доведено теорему про iснування та єдинiсть

розв’язку одного неявного лiнiйного диференцiального рiвняння нульового

експоненцiального типу.

Теорема 1.4. [6] Нехай f : C → Cn - цiла вектор-функцiя нульово-

го експоненцiального типу. Тодi диференцiальне рiвняння Ax′(z) + x(z) =

f(z) має єдиний розв’язок в класi цiлих вектор-функцiй нульового експо-

ненцiального типу. Цей розв’язок має вигляд

x(z) =
∞∑
k=0

(−1)kAkf (k)(z).

В роботi [1] було введено наступне поняття узагальненого квазiполiнома.

Означення 1.5. [1] Якщо γ ∈ C, то вектор-функцiю g(z) = eγzq(z), де
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q : C → Cn – вектор-функцiя нульового експоненцiального типу, називають

узагальненим квазiполiномом.

Вектор-функцiя q(z) i число γ однозначно визначаються добутком

g(z) = eγzq(z), якщо g(z) ̸≡ 0[1]. Прикладом функцiї нульового експоненцi-

ального типу слугує будь-який полiном. Зокрема, якщо q(z) – полiном, то

eγzq(z) – квазiполiном(це i пояснює термiн "узагальнений квазiполiном"). В

скалярному випадку прикладом цiлої функцiї нульового експоненцiального

типу є q(z) = cos
√
z,

∞∑
n=1

(
1

nlnn

)n

[8].

В роботi [1] було розглянуто наступну задачу Кошi:

u′(z) = Au(z) + eγzf(z), z ∈ C, (1.8)

u(0) = b ∈ Cn, (1.9)

де eγzf(z) - узагальнений квазiполiном. Там використовувався спектраль-

ний проектор [10]

Pγ = − 1

2πi

∮
|λ−γ|=ε

(A− λI)−1dλ,

де ε > 0 було вибрано таким чином, що всi точки λ : 0 < |λ − γ| ≤ ε

не є власними числами матрицi A, а I - одинична матриця. Нехай σ(A) –

спектр матрицi A, а X̃γ є прямою сумою кореневих пiдпросторiв матрицi

A, якi вiдповiдають всiм власним значенням цiєї матрицi, за вийнятком γ,

якщо γ ∈ σ(A). Позначимо Ãγ звуження оператору A на пiдпростiр X̃γ. В

роботi [1, Теорема 3.1] було доведено наступну теорему.

Теорема 1.6. [1] 1) Якщо γ ̸∈ σ(A), то рiвняння (1.8) має єдиний

розв’язок, який є узагальненим квазiполiномом виду eγzq(z), де q(z) – цiла

вектор-функцiя нульового експоненцiального типу. Цей розв’язок записує-
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ться так:

u(z) = −eγz
∞∑
n=0

(A− γI)−(n+1)f (n)(z). (1.10)

Задача Кошi (1.8), (1.9) має розв’язок зазначеного виду тодi та тiльки тодi,

коли

b = −
∞∑
n=0

(A− γI)−(n+1)f (n)(0). (1.11)

2)Якщо точка γ належить спектру матрицi A i матриця A− γI не є нiль-

потентною, то задача Кошi (1.8), (1.9) має розв’язок виду eγzq(z), де q(z) -

цiла вектор-функцiя нульового експоненцiального типу, тодi та тiльки тодi,

коли

(I − Pγ)b = −
∞∑
n=0

(Ãγ − γI)−(n+1)(I − Pγ)f
(n)(0). (1.12)

При цьому такий розв’язок є єдиним та записується так:

u(z) = ezAγPγb+

z∫
0

eγζe(z−ζ)AγPγf(ζ)dζ−eγz
∞∑
n=0

(Ãγ−γI)−(n+1)(I−Pγ)f
(n)(z).

(1.13)

3) Якщо матриця A−γI є нiльпотентною, то при будь-якому b ∈ Cn задача

Кошi (1.8), (1.9) має єдиний розв’язок, який є узагальненим квазiполiномом

виду eγzq(z), де q(z) - цiла вектор-функцiя нульового експоненцiального

типу. Розв’язок записується так:

u(z) = ezAb+

z∫
0

eγζe(z−ζ)Af(ζ)dζ. (1.14)



Роздiл 2
Полiномiальнi та квазiполiномiальнi

розв’язки неявних лiнiйних

диференцiальних рiвнянь
2.1. Полiномiальнi розв’язки

Наступна теорема показує, що якщо матриця A є нiльпотентна, то будь-

який розв’язок рiвняння (1.4) є полiномiальний.

Теорема 2.1. Нехай A - нiльпотентна матриця, з iндексом нiльпотен-

тностi ind(A) = k. Тодi будь-який розв’язок рiвняння (1.4) полiномiальний.

При будь-якому x0 ∈ Cn задача Кошi (1.4), (1.5) має єдиний полiномiаль-

ний розв’язок, цей розв’язок має вигляд:

x(z) =
k−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Ajx0 +

m∑
l=0

Aj d
lp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
.

Доведення: За формулою Кошi єдиний розв’язок задачi Кошi (1.4),

(1.5) має вигляд:

x(z) = e−Azx0 +

z∫
0

e−A(z−τ)p(τ)dτ. (2.1)

Формула (2.18) також дає загальний розв’язок рiвняння (1.4). Для доведе-

ння теореми достатньо показати, що при будь-якому x0 ∈ Cn функцiя x(z),

яку визначено спiввiдношенням (2.18) – полiном.

Оскiльки Ak = 0, то

10
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e−Az =
∞∑
j=0

(−1)j
Ajzj

j!
=

k−1∑
j=0

(−1)j
Ajzj

j!
,

e−Azx0 =
k−1∑
j=0

(−1)j
zj

j!
Ajx0.

З урахуванням формули Тейлора p(z) =
m∑
j=0

zj

j!

djp(0)

dzj
маємо

x(z) =
k−1∑
j=0

(−1)j
zj

j!
Ajx0 +

k−1∑
j=0

m∑
l=0

(−1)jAj d
lp

dzl
(0)

∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ =

=
k−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Ajx0 +

m∑
l=0

Aj d
lp

dzl
(0)

∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ

)
Оскiльки ∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ =

zl+j+1

(l + j + 1)!
,

то

x(z) =
k−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Ajx0 +

m∑
l=0

Aj d
lp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
i ця функцiя є полiномом. Теорему доведено.

Розглянемо задачу Кошi для наступного неявного лiнiйного диференцi-

ального рiвняння

Ax′(z) +Bx(z) = p(z), z ∈ R, (2.2)

x(0) = x0. (2.3)

Тут A, B - матрицi n × n, p(z) =
m∑
j=0

pjz
j, pj ∈ Cn. Матриця A може бути

необоротною. З теореми 1.1 випливає наступний результат:

Теорема 2.2. Нехай det(B) ̸= 0. Тодi рiвняння (2.2) має єдиний полi-

номiальний розв’язок:
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x(z) =
m∑
j=0

xjz
j,

де

xj = B−1pj +

m−j∑
k=1

(−1)k(j + 1)(j + 2)...(j + k)(B−1A)kB−1pj+k,

Розв’язок рiвняння (2.2) можна зобразити у виглядi

x(z) =
m∑
j=0

(−1)j(B−1A)jB−1
djp

dzj
(z).

Далi ми не будемо припускати, що матриця B є оборотною. Замiсть

цього будемо припускати, що жмуток λA+B є регулярний, тобто det(λA+

B) ̸≡ 0 [7]. В роботi [2] була введена пара взаємно доповнюючих проекторiв

P1 =
1

2πi

∮
|λ|=ε

(λA+B)−1Adλ = Resλ=0(λA+B)−1A,P2 = I − P1, (2.4)

Q1 =
1

2πi

∮
|λ|=ε

A(λA+B)−1dλ = Resλ=0A(λA+B)−1, Q2 = I −Q1, (2.5)

де I - одинична матриця розмiру n×n, а ε > 0 обирається настiльки малим,

що det(λA + B) ̸= 0, для всiх λ таких, що 0 < |λ| ≤ ε. Справедливi два

розкладання простору Cn у пряму суму [2]:

Cn = P1(Cn)+̇P2(Cn) = Q1(Cn)+̇Q2(Cn),

причому

A,B : Pk(Cn) → Qk(Cn), k = 1, 2.

Тому

APj = QjA, BPj = QjB, j = 1, 2 ⇒ QjAPi = QjBPi = 0, j ̸= i (2.6)
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В [11] було введено наступну матрицю:

G = AP1 +BP2 = Q1A+Q2B (2.7)

i доведено iснування оберненої матрицi G−1. Ця матриця має властиво-

стi[11]:

G−1Q1A = P1, G−1Q2B = P2, (2.8)

H = G−1Q1B − нiльпотентна матриця. (2.9)

Позначимо S = G−1Q2A, r = ind(H). Справедлива наступна теорема iсну-

вання та єдиностi задачi Кошi (2.2), (2.3).

Теорема 2.3. Нехай λA+B – регулярний жмуток. Тодi рiвняння (2.2)

має полiномiальний розв’язок. Цей розв’язок єдиний тодi i тiльки тодi, коли

det(B) ̸= 0. Задача Кошi (2.2), (2.3) має полiномiальний розв’язок тодi та

тiльки тодi, коли

P2x0 =
m∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2p
(j)(0). (2.10)

При виконаннi умови (2.10) полiномiальний розв’язок задачi Кошi (2.2),

(2.3) єдиний та має вигляд:

x(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

m∑
l=0

HjG−1Q1
dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
m∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2p
(j)(z).

Доведення: Застосуємо до рiвняння (2.2) проектори Q1 та Q2 та до-

множимо на G−1 злiва. Отримаємо:

G−1Q1Ax
′(z) +G−1Q1Bx(z) = G−1Q1p(z), (2.11)
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G−1Q2Ax
′(z) +G−1Q2Bx(z) = G−1Q2p(z). (2.12)

Користуючись властивостями (2.6) та зображенням

x(z) = P1x(z) + P2x(z), (2.13)

рiвняння (2.11), (2.12) перепишемо у наступному виглядi:

x′1(z) +Hx1(z) = G−1Q1p(z), (2.14)

Sx′2(z) + x2(z) = G−1Q2p(z), (2.15)

де xj(z) = Pjx(z), j = 1, 2. Початкова умова (2.3) еквiвалентна наступним

початковим умовам:

x1(0) = P1x0, (2.16)

x2(0) = P2x0. (2.17)

Отже, рiвняння (2.2) еквiвалентно системi рiвнянь (2.14), (2.15). А задача

Кошi (2.2), (2.3) розпадається на двi задачi Кошi: (2.14), (2.16) та (2.15),

(2.17).

В силу формули Кошi єдиний розв’язок задачi Кошi (2.14), (2.16) має

вигляд:

x1(z) = e−HzP1x0 +

z∫
0

e−H(z−τ)G−1Q1p(τ)dτ (2.18)

Формула (2.18) також дає загальний розв’язок рiвняння (2.14). Для до-

ведення теореми достатньо показати, що при будь-якому x0 ∈ Cn функцiя

x1(z), визначена спiввiдношенням (2.18) - полiном.

Оскiльки Hr = 0, то

e−Hz =
∞∑
j=0

(−1)j
Hjzj

j!
=

r−1∑
j=0

(−1)j
Hjzj

j!
,
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e−Hzx0 =
r−1∑
j=0

(−1)j
zj

j!
Hjx0.

З урахуванням формули Тейлора p(z) =
m∑
j=0

zj

j!

djp(0)

dzj
маємо

x1(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j
zj

j!
Hjx0 +

r−1∑
j=0

m∑
l=0

(−1)jHjG−1Q1
dlp

dzl
(0)

∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ

=

=
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Hjx0 +

m∑
l=0

HjG−1Q1
dlp

dzl
(0)

∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ

)
=

Оскiльки ∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ =

zl+j+1

(l + j + 1)!
,

то

x1(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

m∑
l=0

HjG−1Q1
dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
.

i ця вектор-функцiя є полiномом.

Тому будь-який розв’язок рiвняння (2.14) – полiномiальний. Задача Ко-

шi (2.14), (2.16) має єдиний полiномiальний розв’язок, цей розв’язок має

вигляд:

x1(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

m∑
l=0

HjG−1Q1
dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
.

За лемою 2.2 роботи [5] рiвняння (2.15) має єдиний полiномiальний

розв’язок

x2(z) =
m∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2p
(j)(z).

Зауважимо, що рiвняння (2.15) еквiвалентне рiвнянню (2.2) тодi та тiльки

тодi, коли P1(Cn) = Q1(Cn) = 0. Це означає, що матриця B є оборотною i

за теоремою 2.2 рiвняння (2.2) має єдиний розв’язок. Задача Кошi (2.15),
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(2.17) має полiномiальнi розв’язки тодi та тiльки тодi, коли:

x2(0) = P2x0 =
m∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2p
(j)(0).

При цьому розв’язок задачi Кошi (2.15), (2.17) єдиний. Таким чином, зада-

ча Кошi (2.2), (2.3) має єдиний розв’язок:

x(z) = x1(z) + x2(z) =

=
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

m∑
l=0

HjG−1Q1
dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
m∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2p
(j)(z).

Теорему доведено.

2.2. Квазiполiномiальнi розв’язки

Розглянемо задачу Кошi для неявного лiнiйного диференцiального рiв-

няння

Ax′(z) +Bx(z) = eγzp(z), (2.19)

x(0) = x0, (2.20)

де A,B - матрицi n× n, p(z) =
m∑
j=0

pjz
j, pj ∈ Cn, deg(p(z)) = m.

Лема 2.4. Нехай p(z) ̸≡ 0. Будь-який квазiполiномiальний розв’язок

рiвняння (2.19) зображається у виглядi: x(z) = eγzq(z), де q(z) =
m∑
j=0

qjz
j,

qj ∈ Cn, deg(p(z)) = m.

Доведення: Нехай iснує β ̸= γ таке що x(z) = eβzq(z) - квазiполiномi-
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альний розв’язок рiвняння (2.19). Пiдставимо x(z) у рiвняння (2.19):

βeβzAq(z) + eβzAq′(z) +Beβzq(z) = eγtp(z). (2.21)

Домножимо рiвняння (2.21) на e−βz:

Aq′(z) + (βA+B)q(z) = e(γ−β)zp(z). (2.22)

Лiва частина рiвняння (2.19) полiном, отже i права теж має бути полiно-

мом. Доведемо що це не так. Припустимо, що e(γ−β)tp(z) - полiном. Нехай

α = γ − β ̸= 0. За формулою Лейбнiца:

(eαzp(z))(k) = eαz
k∑

j=0

Ck
j α

k−jp(j)(z).

Для будь-якого цiлого k ≥ 0 коефiцiєнт при zm дорiвнює eαzαkpm ̸= 0, тому

похiдна k-го порядку вектор-функцiї eαtp(z) тотожно не дорiвнює 0. Отже,

e(γ−β)zp(z) - не полiном. Це суперечить припущенню, тому лему доведено.

Зауваження 2.5. Якщо p(z) ≡ 0 та det(λ0A + B) = 0, рiвняння (2.19)

має нетривiальний квазiполiномiальний розв’язок у виглядi

u(z) = eλ0zϕ0,

де 0 ̸= ϕ ∈ Ker(λ0A+B) [12].

Наступна теорема показує що якщо матриця B + γA оборотна, то рiв-

няння (2.19) має єдиний квазiполiномiальний розв’язок.

Теорема 2.6. Нехай det(B + γA) ̸= 0, p(z) ̸≡ 0, deg(p) = m. Тодi

рiвняння (2.19) має єдиний квазiполiномiальний розв’язок. Цей розв’язок
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має вигляд:

x(z) = eγzq(z) = eγz
m∑
j=0

(−1)j((γA+B)−1A)j(γA+B)−1d
jp

dzj
(z).

Доведення: З Леми 2.4 випливає, що квазiполiномiальний розв’язок

рiвняння (2.19) записується в виглядi: x(z) = eγzq(z), q(z) =
m∑
j=0

qjz
j, qj ∈

Cn. Тодi рiвняння (2.19) переписується у наступному виглядi:

Aq′(z) + (γA+B)q(z) = p(z). (2.23)

Для рiвняння (2.23) можемо застосувати теорему 2.2. З теореми випливає,

що рiвняння має єдиний полiномiальний розв’язок:

q(z) =
m∑
j=0

(−1)j((γA+B)−1A)j(γA+B)−1d
jp

dzj
(z),

а рiвняння (2.19) має єдиний квазiполiномiальний розв’язок:

x(z) = eγzq(z) = eγz
m∑
j=0

(−1)j((γA+B)−1A)j(γA+B)−1d
jp

dzj
(z)

Теорему доведено.

Нехай λA+B - регулярний жмуток та pm ̸= 0. В роботi [2] було введено

взаємно доповнюючi проектори:

P1,γ =
1

2πi

∮
|λ−γ|=ε

(λA+B)−1Adλ = Resλ=γ(λA+B)−1A,P2,γ = I − P1,γ,

(2.24)

Q1,γ =
1

2πi

∮
|λ−γ|=ε

A(λA+B)−1dλ = Resλ=γA(λA+B)−1, Q2,γ = I −Q1,γ,

(2.25)

де ε > 0 обирається настiльки малим, що det(λA+B) ̸= 0, для будь якого
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λ такого, що 0 < |λ−γ| ≤ ε [2]. Справедливi два розкладання простору Cn

у пряму суму [2]:

Cn = P1,γ(Cn)+̇P2,γ(Cn) = Q1,γ(Cn)+̇Q2,γ(Cn),

причому

A,B : Pk,γ(Cn) → Qk,γ(Cn), k = 1, 2.

В [11] було введено наступну матрицю :

Gγ = AP1,γ + (γA+B)P2,γ = Q1,γA+Q2,γ(γA+B) (2.26)

та доведено iснування оберненої матрицi G−1
γ . Ця матриця має наступнi

властивостi:

G−1
γ Q1,γA = P1,γ, G−1

γ Q2,γ(γA+B) = P2,γ,

Hγ = G−1
γ Q1,γ(γA+B)− нiльпотентна матриця. (2.27)

Позначимо Sγ = G−1
γ Q2,γA, r = ind(Hγ).

Теорема 2.7. Нехай жмуток λA + B – регулярний. Тодi рiвняння (2.19)

має квазiполiномiальний розв’язок. Розв’язок єдиний тодi та тiльки тодi,

коли det(γA+B) ̸= 0. Задача Кошi (2.19), (2.20) має квазiполiномiальний

розв’язок тодi та тiльки тодi, коли

P2,γx0 =
m∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γp

(j)(0). (2.28)

При виконаннi цiєї умови задача Кошi (2.19), (2.20) має єдиний квазiполi-

номiальний розв’язок. Цей розв’язок має вигляд:

x(z) = eγz

(
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Hj

γP1,γx0 +
m∑
l=0

Hj
γG

−1
γ Q1,γ

dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+
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+
m∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γp

(j)(z). (2.29)

Доведення: Розглянемо замiну: x(z) = eγzq(z), q(z) =
m∑
j=0

qjz
j, qj ∈ Cn.

З леми 2.4 випливає, що квазiполiномiальних розв’язкiв iншого вигляду не

iснує. Пiдставимо x(z) у рiвняння (2.19):

γeγzAq(z) + eγzAq′(z) +Beγzq(z) = eγzp(z). (2.30)

Домножимо рiвняння (2.30) на e−γt. Отримаємо:

Aq′(z) + (γA+B)q(z) = p(z). (2.31)

Нехай L = A,M = γA+B. Пiдставимо замiну у (2.31):

Lq′(z) +Mq(z) = p(z). (2.32)

Початкова умова для рiвняння (2.31) має вигляд:

q(0) = x0. (2.33)

З теореми 2.3 випливає, що рiвняння (2.31) має полiномiальний

розв’язок. Цей розв’язок єдиний тодi та тiльки тодi, коли det(γA + B) ̸=

0. Задача Кошi (2.31), (2.33) має полiномiальний розв’язок тодi та тiльки

тодi, коли

P2,γx0 =
m∑
j=0

(−1)jSjG−1
γ Q2,γp

(j)(0). (2.34)

При виконання умови (2.34) полiномiальний розв’язок задачi Кошi (2.31),

(2.33) єдиний та має вигляд:
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q(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Hj

γP1,γx0 +
m∑
l=0

Hj
γG

−1
γ Q1,γ

dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
m∑
j=0

(−1)jSjG−1
γ Q2,γp

(j)(z). (2.35)

Тодi, x(z) приймає вигляд (2.29). Теорему доведено.

2.3. Приклад

Приклад 2.8. Розглянемо задачу Кошi (2.19), (2.20) в якiй:

A =


−7 5 4

3 −1 −2

2 6 −3

, B =


−11 9 7

6 −10 0

−5 7 1

, γ = −2,

p(z) =


0

1

1

+


1

1

0

 z +


−1

2

1

 z2.

Перевiримо регулярнiсть жмутку λA+B:

λA+B =


−11− 7λ 9 + 5λ 7 + 4λ

6 + 3λ −10− λ −2λ

−5 + 2λ 7 + 6λ 1− 3λ

 , det(λA+B) = 264λ+132λ2 ̸≡ 0,

отже цей жмуток регулярний.

Знайдемо спектральнi проектори типу Рiса для жмутку λA+B за фор-
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мулами (2.4), (2.5):

P1,γ =
1

2πi

∮
|λ−γ|=ε

(λA+B)−1Adλ =


−1 1

1

2

−1 1
1

2

−2 2 1



Q1,γ =
1

2πi

∮
|λ+2|=ε

A(λA+B)−1dλ =


9

11
− 3

11

3

11

− 3

11

1

11
− 1

11
3

11
− 1

11

1

11

 ,

P2,γ = I − P1,γ =


2 −1 −1

2

1 0 −1

2

2 −2 0

 , Q2,γ = I −Q1,γ =


2

11

3

11
− 3

11
3

11

10

11

1

11

− 3

11

1

11

10

11

 ,

Використавши властивостi (2.26), отримаємо:

Gγ = AP1,γ + (γA+B)P2,γ = Q1,γA+Q2,γ(γA+B) =


−3 5 2

2 −10 3

−11 −3 8

 ,

G−1
γ =


71

264

23

132
− 35

264
49

264

1

132
− 13

264
29

66

8

33
− 5

66


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Тодi, з визначення (2.27)

Hγ = G−1
γ Q1,γ(γA+B) =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

Sγ = G−1
γ Q2,γA =


−5

8
−5

8

5

8

−3

8
−3

8

3

8

−1

2
−1

2

1

2


З теореми 2.7 випливає, що задача Кошi (2.19), (2.20) має розв’язок у ви-

глядi x(z) = eγzq(z), де q(z) – цiла вектор-функцiя нульового експоненцi-

ального типу, тодi та тiльки тодi, коли

P2,γx0 =
∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2p

(j)(0) = G−1
γ Q2p0 − SγG

−1
γ Q2p1 + 2S2

γG
−1
γ Q2p2


2 −1 −1

2

1 0 −1

2

2 −2 0

x0 =


− 73

528

− 79

528
1

44

 (2.36)

Нехай x0 =


x0,1

x0,2

x0,3

 , тодi умова (2.36) рiвносильна


x0,2 = x0,1 −

1

88

x0,3 = 2x0,1 +
79

264

(2.37)
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Розв’язок задачi Кошi (2.19), (2.20) має вигляд x(z) = e−2zq(z), де

q(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Hj

γP1,γx0 +
2∑

l=0

Hj
γG

−1
γ Q1,γ

dlp

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
=

= P1x0 +
2∑

l=0

G−1
γ Q1,γ

dlp

dzl
(0)

zl+1

(l + 1)!
+

m∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γp

(j)(z) =

=


−1 1

1

2

−1 1
1

2

−2 2 1

x0+(
z2

22
−4z3

66
)


1

1

2

+


1

24

− 1

24
1

6






0

1

1

+


1

1

0

 z +


−1

2

1

 z2

−

−


− 5

528

5

132

35

528

− 1

176

1

44

7

176

− 1

132

1

33

7

132






1

1

0

+ 2


−1

2

1

 z

+


− 5

33

− 1

11

− 4

33

 =

=


−1 1

1

2

−1 1
1

2

−2 2 1

x0+(
z2

22
− 4z3

66
)


1

1

2

+


− 73

528

− 79

528
1

44

+


13

264

− 7

88
17

66

 z+


17

132

− 5

132
1

3

 z2



Роздiл 3
Розв’язки неявних лiнiйних

диференцiальних рiвнянь у класi

квазiполiномiв
3.1. Розв’язання неявних лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь у класi цiлих вектор-

функцiй нульового експоненцiального

типу

Розглянемо задачу Кошi для наступного неявного лiнiйного диференцi-

ального рiвняння

Ax′(z) +Bx(z) = f(z), (3.1)

x(0) = x0. (3.2)

Тут A, B - матрицi n × n, f : C → Cn – цiла вектор-функцiя нульового

експоненцiального типу. Матрицi A та B можуть бути необоротними.

Наведемо теорему iснування та єдиностi рiвняння (3.1) та задачi Кошi

(3.1), (3.2) у класi цiлих вектор-фукнцiй нульового експоненцiального типу.

Теорема 3.1. Нехай жмуток λA+B - регулярний. Тодi рiвняння (3.1)

має розв’язок у класi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального

типу. Цей розв’язок єдиний тодi та тiльки тодi, коли B– оборотна матриця.

Задача Кошi (3.1),(3.2) має розв’язок у класi цiлих вектор-функцiй нульо-

25



26

вого експоненцiального типу тодi та тiльки тодi, коли

P2x0 =
∞∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2f
(j)(0) (3.3)

Цей розв’язок є єдиним i має вигляд:

x(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

∞∑
l=0

HjG−1Q1
dlf

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
∞∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2f
(j)(z) (3.4)

Доведення: Застосуємо до рiвняння (3.1) проектори Q1 та Q2 та до-

множимо на G−1 злiва. Отримаємо:

G−1Q1Ax
′(z) +G−1Q1Bx(z) = G−1Q1f(z), (3.5)

G−1Q2Ax
′(z) +G−1Q2Bx(z) = G−1Q2f(z). (3.6)

Користуючись властивостями (2.6) та зображенням

x(z) = P1x(z) + P2x(z), (3.7)

рiвняння (3.1) перепишемо у наступному виглядi:

x′1(z) +Hx1(z) = G−1Q1f(z), (3.8)

Sx′2(z) + x2(z) = G−1Q2f(z), (3.9)

де uj(z) = Pjx(z), j = 1, 2. Початкова умова (3.2) еквiвалентна наступним

початковим умовам:

x1(0) = P1x0, (3.10)

x2(0) = P2x0. (3.11)
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Отже рiвняння (3.1) еквiвалентно системi рiвнянь (3.8), (3.9). А задача

Кошi (3.1), (3.2) розпадається на двi задачi Кошi: (3.8), (3.10) та (3.9),

(3.11).

Оскiльки H - нiльпотентна матриця iндексу r, то за [1, Лема 2.1] iснує

єдиний розв’язок задачi Кошi (3.8), (3.10) в класi цiлих вектор-функцiй

нульового експоненцiального типу. Бiльш того, цей розв’язок знаходиться

за допомогою формули Кошi:

x1(z) = e−HzP1x0 +

z∫
0

e−H(z−τ)G−1Q1p(τ)dτ (3.12)

Оскiльки Hr = 0, то

e−Hz =
∞∑
j=0

(−1)j
Hjzj

j!
=

r−1∑
j=0

(−1)j
Hjzj

j!
,

e−Hzx0 =
r−1∑
j=0

(−1)j
zj

j!
Hjx0

З урахуванням формули Тейлора f(z) =
∞∑
j=0

zj

j!

djf(0)

dzj
маємо

x1(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j
zj

j!
Hjx0 +

r−1∑
j=0

∞∑
l=0

(−1)jHjG−1Q1
dlf

dzl
(0)

∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ

=

=
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Hjx0 +

∞∑
l=0

HjG−1Q1
dlf

dzl
(0)

∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ

)
Оскiльки ∫ z

0

τ l

l!
· (z − τ)j

j!
dτ =

zl+j+1

(l + j + 1)!
,

то

x1(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

∞∑
l=0

HjG−1Q1
dlf

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
.
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Зауважимо, що рiвняння (3.9) еквiвалентне рiвнянню (3.1) тодi та тiльки

тодi, коли P1(Cn) = Q1(Cn) = 0. Це означає, що матриця B є оборотною i

за теоремою 2.2 рiвняння (3.1) має єдиний розв’язок. За теоремою 1 роботи

[5] рiвняння (3.9) має єдиний розв’язок у класi цiлих вектор-функцiй нульо-

вого експоненцiального типу. Тому задача Кошi (3.9), (3.11) має розв’язок у

класi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу тодi та тiль-

ки тодi, коли виконується умова (3.3). При виконаннi умови (3.3) розв’язок

задачi Кошi (3.1),(3.2) єдиний та має вигляд:

x(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

∞∑
l=0

HjG−1Q1
dlf

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
∞∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2f
(j)(z) (3.13)

Теорему доведено.

3.2. Розв’язання неявних лiнiйних диферен-

цiальних рiвнянь у класi узагальнених

квазiполiномiв

Розглянемо задачу Кошi для неявного лiнiйного диференцiального рiв-

няння

Ax′(z) +Bx(z) = eγzf(z) (3.14)

x(0) = x0, (3.15)

де A,B - матрицi n× n, f(z) - цiла вектор-функцiя нульового експоненцi-

ального типу.

Теорема 3.2. Нехай жмуток λA + B – регулярний. Тодi рiвняння (3.14)
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має розв’язок у виглядi узагальненого квазiполiному x(z) = eγzq(z), де q(z)

цiла вектор-функцiя нульового експоненцiального типу. Розв’язок вказано-

го вигляду єдиний тодi та тiльки тодi, коли det(γA+B) ̸= 0. Задача Кошi

(3.14), (3.15) має розв’язок у виглядi узагальненого квазiполiному x(z) =

eγzq(z), де q(z) цiла вектор-функцiя нульового експоненцiального типу, тодi

та тiльки тодi, коли

P2,γx0 =
∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γf

(j)(0). (3.16)

Цей розв’язок єдиний та має вигляд:

x(z) = eγz

(
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1,γx0 +

∞∑
l=0

Hj
γG

−1
γ Q1,γ

dlf

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γf

(j)(z). (3.17)

Доведення: Розглянемо замiну: x(z) = eγzq(z), q(z) - цiла вектор-

функцiя нульового експоненцiального типу. Пiдставимо x(z) у рiвняння

(3.14):

γeγzAq(z) + eγzAq′(z) +Beγzq(z) = eγzf(z). (3.18)

Домножимо рiвняння (3.18) на e−γz. Отримаємо:

Aq′(z) + (γA+B)q(z) = f(z). (3.19)

Початкова умова для рiвняння (3.19) має вигляд:

q(0) = x0. (3.20)

З теореми 3.1 випливає, що рiвняння (3.19) має у класi цiлих вектор-

функцiй нульового експоненцiального типу розв’язок. Цей розв’язок єди-
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ний тодi та тiльки тодi, коли det(γA + B) ̸= 0. Задача Кошi (3.19), (3.20)

має розв’язок у класi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального

типу тодi та тiльки тодi, коли

P2,γx0 =
∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γf

(j)(0). (3.21)

При виконання умови (3.21) розв’язок задачi Кошi (3.19), (3.20) у класi

цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу єдиний та має ви-

гляд:

q(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
Hj

γP1,γx0 +
∞∑
l=0

Hj
γG

−1
γ Q1,γ

dlf

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
+

+
∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γf

(j)(z).

Тодi, x(z) приймає вигляд (3.17). Теорему доведено.

3.3. Приклади

Приклад 3.3. Розглянемо задачу Кошi (3.1), (3.2), в якiй:

A =

 9 4

18 8

, B =

 6 3

10 5

, f(z) =


∞∑
k=0

1

kkk!
zk

∞∑
k=0

1

kkk!
zk

.

При k = 0 вважаємо, що kk = 1. Функцiя f(z) є цiлою вектор-функцiєю

нульового експоненцiального типу. За визначенням

f(z) =
∞∑
k=0

ckz
k =

∞∑
k=0

 1

kkk!
1

kkk!

 zk. (3.22)
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Оскiльки lim
k→∞

k
√

k!∥cn∥ = lim
k→∞

k

√
k!

√
2

kkk!
= 0, функцiя f(z) є цiлою ве-

ктор функцiєю нульового експоненцiального типу. Перевiримо регуляр-

нiсть жмутку λA+B:

λA+B =

 6 + 9λ 3 + 4λ

10 + 18λ 5 + 8λ

 , det(λA+B) = λ,

отже цей жмуток регулярний.

Знайдемо спектральнi проектори типу Рiса для жмутку λA+B за фор-

мулами (2.4), (2.5):

(λA+B)−1 =

−5− 8λ

λ

3 + 4λ

λ
10 + 18λ

λ

−6− 9λ

λ

 , λ ̸= 0,

P1 =
1

2πi

∮
|λ|=ε

(λA+B)−1Adλ =
1

2πi

∮
|λ|=ε

−5− 8λ

λ

3 + 4λ

λ
10 + 18λ

λ

−6− 9λ

λ


 9 4

18 8

 dλ =

=

 9 4

−18 −8

 ,

Q1 =
1

2πi

∮
|λ|=ε

A(λA+B)−1dλ =
1

2πi

∮
|λ|=ε

 9 4

18 8


−5− 8λ

λ

3 + 4λ

λ
10 + 18λ

λ

−6− 9λ

λ

 dλ =

=

 −5 3

−10 6

 ,

P2 = I − P1 =

−8 −4

18 9

 , Q2 = I −Q1 =

 6 −3

10 −5

 .
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Знайдемо матрицю G користуючись формулою (2.7)

G = AP1 +BP2 = Q1A+Q2B =

15 7

28 13

 , G−1 =

−13 7

28 −15

 .

Тодi, за формулою (2.9)

H = G−1Q1B =

0 0

0 0

 , r = ind(H) = 1,

S = G−1Q2A =

0 0

0 0

 .

З теореми 3.1 випливає, що задача Кошi (3.1), (3.2) має розв’язок у кла-

сi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу тодi та тiльки

тодi, коли

P2x0 =
∞∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2f
(j)(0) =

−13 7

28 −15


 6 −3

10 −5

 f(0) =

−4

9

 ,

тобто −8 −4

18 9

x0 =

−4

9

 .

Ця рiвнiсть справедлива для будь-яких x0 =

 a

1− 2a

, де a - довiльне

комплексне число. Отже, для вказаних x0 задача Кошi має розв’язок у кла-

сi цiлих вектор-функцiй нульового експоненцiального типу. Цей розв’язок

єдиний та має вигляд (3.4), причому
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P1x(z) =
r−1∑
j=0

(−1)j

(
zj

j!
HjP1x0 +

∞∑
l=0

HjG−1Q1
dlf

dzl
(0)

zl+j+1

(l + j + 1)!

)
=

= P1x0 +
∞∑
l=0

G−1Q1
dlf

dzl
(0)

zl+1

(l + 1)!
. (3.23)

Оскiльки
dlf

dzl
(z) =

∞∑
k=l


1

kk(k − l)!
1

kk(k − l)!

 zk−l,
dlf

dzl
(0) =

1

ll
1

ll

, рiвнiсть (3.23)

переписується так:

P1x(z) =

 9 4

−18 −8


 a

1− 2a

+
∞∑
l=0

−13 7

28 −15


 −5 3

−10 6


1

ll
1

ll

 zl+1

(l + 1)!
=

=


a+ 4−

∞∑
l=0

2

ll
zl+1

(l + 1)!

−2a− 8 +
∞∑
l=0

4

ll
zl+1

(l + 1)!

 .

Далi

P2x(z) =
∞∑
j=0

(−1)jSjG−1Q2f
(j)(z) = G−1Q2f(z) =

∞∑
k=0

−8 4

18 −9


 1

kkk!
1

kkk!

 zk =

=
∞∑
k=0

 −4

kkk!
9

kkk!

 zk.

Отже єдиний розв’язок задачi Кошi (3.1), (3.2) в класi цiлих вектор-
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функцiй нульового експоненцiального типу має вигляд

x(z) = P1u(z) + P2u(z) =


a+ 4−

∞∑
l=0

(
2

ll
zl+1

(l + 1)!
+

4

lll!
zl
)

−2a− 8 +
∞∑
l=0

(
4

ll
zl+1

(l + 1)!
+

9

lll!
zl
)
 .

Приклад 3.4. Розглянемо задачу Кошi (3.14), (3.15), в якiй:

A =


3 0 2

5 0 3

6 0 4

, B =


−1 2 −1

0 4 0

−3 2 −3

, γ = 2, f(z) =



∞∑
k=0

1

kkk!
zk

∞∑
k=0

1

kkk!
zk

∞∑
k=0

1

kkk!
zk


.

При k = 0 вважаємо, що kk = 1. Перевiримо регулярнiсть жмутку λA+B:

λA+B =


−1 + 3λ 2 −1 + 2λ

5λ 4 3λ

−3 + 6λ 2 −3 + 4λ

 , det(λA+B) = 4λ− 2λ2 ̸≡ 0,

отже цей жмуток регулярний. Обираємо ε ∈ (0, 2), тодi згiдно з формула-

ми (2.24), (2.25)

P1,γ =
1

2πi

∮
|λ−γ|=ε

(λA+B)−1Adλ =

=
1

2πi

∮
|λ−2|=ε


12− 10λ

−4λ+ 2λ2

−4 + 4λ

−4λ+ 2λ2

−4 + 2λ

−4λ+ 2λ2

−6λ+ 2λ2

−4λ+ 2λ2
− λ

−4λ+ 2λ2

2λ− λ2

−4λ+ 2λ2

−12 + 14λ

−4λ+ 2λ2

4− 6λ

−4λ+ 2λ2

4− 2λ

−4λ+ 2λ2




3 0 2

5 0 3

6 0 4

 dλ =
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=


−1 0 −1

−1

2
0 −1

2

2 0 2

 ,

Q1,γ =
1

2πi

∮
|λ−2|=ε

A(λA+B)−1dλ =

=
1

2πi

∮
|λ|=ε


3 0 2

5 0 3

6 0 4




12− 10λ

−4λ+ 2λ2

−4 + 4λ

−4λ+ 2λ2

−4 + 2λ

−4λ+ 2λ2

−6λ+ 2λ2

−4λ+ 2λ2
− λ

−4λ+ 2λ2

2λ− λ2

−4λ+ 2λ2

−12 + 14λ

−4λ+ 2λ2

4− 6λ

−4λ+ 2λ2

4− 2λ

−4λ+ 2λ2

 dλ =

=


2 −1 0

2 −1 0

4 −2 0

 ,

P2,γ = I − P1,γ =


2 0 1

1

2
1

1

2

−2 0 −1

 , Q2,γ = I −Q1,γ =


−1 1 0

−2 2 0

−4 2 1

 .

З формули (2.26) випливає, що

Gγ = AP1,γ + (γA+B)P2,γ = Q1,γA+Q2,γ(γA+B) =


6 2 4

11 4 7

11 2 7

 ,
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G−1
γ =


−7

2

3

2

1

2

0
1

2
−1

2
11

2
−5

2
−1

2

 .

Тодi

Hγ = G−1
γ Q1,γ(γA+B) =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

 ,

Sγ = G−1
γ Q2,γA =


1 0

1

2

0 0 0

−1 0 −1

2

 .

Далi

Sj
γ =


1

2j−1
0

1

2j

0 0 0

− 1

2j−1
0 − 1

2j

 , j ∈ N.

З теореми 3.2 випливає, що задача Кошi (3.14), (3.15) має розв’язок у ви-

глядi x(z) = eγzq(z), де q(z) - цiла вектор-функцiя нульового експоненцi-

ального, типу тодi та тiльки тодi, коли

P2,γx0 =
∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2f

(j)(0) =

=
∞∑
j=0

(−1)j


1 0

1

2

0 0 0

−1 0 −1

2


j

−7

2

3

2

1

2

0
1

2
−1

2
11

2
−5

2
−1

2




−1 1 0

−2 2 0

−4 2 1




1

jj

1

jj

1

jj

 =
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=
∞∑
j=0

(−1)j


− 1

2j+1 · jj

0

1

2j+1 · jj

 .

Остання рiвнiсть еквiвалентна наступнiй
2 0 1

1

2
1

1

2

−2 0 −1

x0 =
∞∑
j=0

(−1)j


− 1

2j+1 · jj

0

1

2j+1 · jj

 . (3.24)

Ця рiвнiсть справедлива для будь-яких x0 =



a

a

2
+

∞∑
j=0

(−1)j

2j+2 · jj

−2a−
∞∑
j=0

(−1)j

2j+1 · jj


, де a -

довiльне комплексне число. За теоремою 3.2 розв’язок задачi Кошi (3.14),

(3.15) у виглядi квазiполiному x(z) = eγzq(z) єдиний i має наступне зобра-

ження:

x(z) = e2z

(
P1γx0 +

∞∑
l=0

G−1
γ Q1,γ

dlf

dzl
(0)

zl+1

(l + 1)!
+

∞∑
j=0

(−1)jSj
γG

−1
γ Q2,γf

(j)(z) =

= e2z


−1 0 −1

−1

2
0 −1

2

2 0 2





a

a

2
+

∞∑
j=0

(−1)j

2j+2 · jj

−2a−
∞∑
j=0

(−1)j

2j+1 · jj


+
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+e2z
∞∑
l=0


−2 1 0

−1
1

2
0

4 −2 0




1

ll
1

ll
1

ll


zl+1

(l + 1)!
+

+e2z
∞∑
k=0


−3

2

1

2

1

2

1 0 −1

2
3

2
−1

2
−1

2




1

kkk!
1

kkk!
1

kkk!

 zk+

+e2z
∞∑
j=1

(−1)j


− 3

2j+1

1

2j+1

1

2j+1

0 0 0

3

2j+1
− 1

2j+1
− 1

2j+1


∞∑
k=j



1

kk(k − j)!
1

kk(k − j)!
1

kk(k − j)!

 zk−j =

= e2z



a+
∞∑
j=0

(−1)j

2j+1 · jj

a

2
+

∞∑
j=0

(−1)j

2j+2 · jj

−2a−
∞∑
j=0

(−1)j

2j · jj


+ e2z

∞∑
j=0


− 1

jj

− 1

2jj

2

jj


zj+1

(j + 1)!
+

+e2z
∞∑
k=0


− 1

2kkk!
1

2kkk!
1

2kkk!

 zk + e2z
∞∑
j=1

(−1)j
∞∑
k=j


− 1

2j+1kk(k − j)!

0

1

2j+1kk(k − j)!

 zk−j.



Висновок

В данiй квалiфiкацiйнiй роботi було наведено умови iснування та єди-

ностi полiномiальних, квазiполiномiальних та узагальнених квазiполiномi-

альних розв’язкiв та розв’язкiв в класi узагальнених квазiполiномiв для

неявниих лiнiйних диференцiальних рiвнянь Ax′(z) +Bx(z) = f(z) з регу-

лярним жмутком матриць λA+B i вiдповiдно полiномiальною, квазiполi-

номiальною та узагальненою квазiполiномiальною вектор-функцiєю f(z).
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[6] Gefter S. Stulova T. On entire solutions of exponential type for some

implicit linear differential-difference equation in a Banach space. J. Math.

Sci. 2014. V.202(4). P.541-545.

[7] Gantmacher F.R. Matrix Theory. New York, Chelsea publishing, 1959.

[8] Levin B. Ja. Distribution of Zeros of Entire Functions. Amer. Math. Soc.

Providence, 1980.

[9] Daleckii Ju. Krein M. Stability of Differential Equations in Banach Space.

Amer. Math. Soc., Providence, 1974.

40



41

[10] Kato. Perturbation Theory for Linear Operators. Springer, Springer-

Verlag, Berlin, 1966.

[11] Vlasenko L.A. Forced oscillations of an infinite-dimensional oscillator

under impulsive perturbations. Ukr. Math. J. 2008. V.60(2). P.177–190.

[12] Keldysh M.V. On the completeness of the eigenfunctions of some classes

of non-selfadjoint linear operators. Rus. Math. Surveys 1971. V.26(4).

P.15-44.


	Анотації
	Вступ
	Основні поняття та відомі результати
	Поліноміальні та квазіполіноміальні розв'язки неявних лінійних диференціальних рівнянь
	Поліноміальні розв'язки
	Квазіполіноміальні розв'язки
	Приклад

	Розв'язки неявних лінійних диференціальних рівнянь у класі квазіполіномів
	Розв'язання неявних лінійних диференціальних рівнянь у класі цілих вектор-функцій нульового експоненціального типу
	Розв'язання неявних лінійних диференціальних рівнянь у класі узагальнених квазіполіномів
	Приклади

	Висновок
	Список літератури

